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Hypothese
Dans tout ce chapitre, n, p,q,r € N* et le corps K désigne R ou C.
1 Matrices et opérations matricielles
1.1 Définitions et notations
Définition 20.1 I_ _____________________________________________________________________
' Onappelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K, toute famille A = (a;;) 1<i<, d’éléments .
! 1<j<p "
. de K. Une telle matrice est dite de taille (n, p). !
| e e e e e e e e e e e e e e e e e o e e e e o e o o e e o e e o e e o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 1
On représente une matrice de taille (n, p) par un tableau a n lignes et p colonnes :
ay ap --oaiy -t alp
azr dax - dzj vt Ay
A=
L Iy A N
anl an e a}’lj e anp
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Calcul matriciel

Notation. On note M, ,(K) I'’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K.

Pour tout (i, j) € [1,n] x [1, p], a;; est appelé coefficient d’indice (i, j) : c’est le coefficient a I'intersection de la
i-ieme ligne et j-ieme colonne. Etant donné une matrice X, on peut aussi noter X;; ou encore [X ] i le coefficient
d’indice (i, j) de X.

Notation. Comme pour les suites qu’on note (u,) et non (u, )N, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les valeurs
n, p, on pourra noter A = (a;;) ou encore A = (A;;) sans préciser les valeurs possibles prises par i et j (il suffit par
exemple de préciser “A € M,, ,(K)” au préalable).

Iy a ambiguité sur la notation : I'expression “aj»3” peut désigner a;; pour (i, j) = (12,3) ou (i, j) = (1,23). En
pratique, cela ne pose que frés rarement probleme. Si c’est le cas, on pourra noter a; ; plutdt que g;;, de sorte
qu’on distingue bien a5 3 et aj 23.

Définition 20.2 — Matrices de formes particuliéres

e Toute matrice n'ayant qu'une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne. C’est donc un élément

e Une matrice avec n lignes et n colonnes est appelée matrice carrée (de taille n). C’est donc un
élément de M,, ,(K). On note

. de M, ,(K).

; (an -~  ap)
1

. e Toute matrice n’ayant qu'une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne. C’est donc un
; élément de M,, ; (K).
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Remarque. Contrairement a la notation «;;, pour I'ensemble M,, ,(KK), la virgule est obligatoire : M,,,(K)
désigne I'ensemble des matrices de taille (np,np) !

Exemple 1.
1 1 1
12 5
-1 =2
A=| S o | MK B=(7)eM(K) c=|123 - 3 |[e. ...
5 3 :
1 2 3 n
Exemple 2. La matrice nulle de taille (n, p) : La matrice identité de taille nn :
1
00 0 1 O
00 0 I, = 1 € M,(K)
Onp = : € M, p(K) 0
0 0 0 1
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Calcul matriciel

| Définition 20.3 |

M, »,(K).

1.2 Addition et multiplication par un scalaire

Définition 20.4 - Lois + et A- dans M,, ,(K)

jelL,ph:

SoitA,B € M, ,(K). On note A + B la matrice de M,, ,(KK) dont les coefficients sont (pour i € [1,n] et

[A+B]ij =A;j +B;j

Soit A € K. On note AA la matrice de M,, ,(K) dont les coefficients sont :

Deux matrices A et B de méme taille sont dites égales et on note A = B si leurs coefficients sont deuxa .
deux égaux, i.e. A;; = B;; pour tout couple (i, j). Il s’agit d'une relation d’équivalence sur chaque ensemble !
:
1

Autrement dit, I’addition et la multiplication par un scalaire s’effectuent “coefficient par coefficient” :

Exemple 3.

1 2 3
4 5 6

2 0 =2
-3 3 9

) oo

o
A=(-1 5)

Exemple 4. Pour toutA € M, ,(K),

A

| Théoréme 20.5 |

=

0A=0,, et

) = avn=(

2A=( -2 10) et —A
1A =A.

32 1
1 8 15

(1 -s)

On ne peut pas additionner des matrices de tailles différentes. Lopération A + B n'a de sens que siA, B
ont le méme nombre de lignes et le méme nombre de colonnes.

(M, ,(K),+) est un groupe abélien.

Démonstration. On vérifie toutes les assertions de la définition.
SoitA,B,C € M, ,(K).
1. Montrons que + est une l.c.i. sur M,L,)(K). Pour cela, justi-
fions que A +B € M,, ,(K). A+ B est une matrice de taille
(n,p), et pour tout (i, j) € [1,n] x [1,p], son coefficient
d’indice (i, j) est A;; + B;j, qui appartient bien a K. Donc
A+Be M, ,(K).

2. Montrons que + est associative sur M, ,(K). Pour tous i, j :
{<A+B) +C)L/. = [A+B]i/+cij = (A,‘J‘JrB,'j) +Cij :Aij+Bij+Ci{;
X J.

{A+(B+C)} ij =Ajj+ [B#»C} i :A,'.,'+(B,",'+C,‘j) =A;j+Bij+Cjj

les derniéres égalités étant vraies car + est associative sur
K.D’ott (A+B)+C =A+ (B+C) et + est associative sur
M p(K).

3. Montrons que + est commutative sur M,, ,(K). Pour tous
i,j:

[A+BL/. =Ajj+Bijj =Bjj+A;j = [B+A],.j

Ainsi, A+ B = B+ A, d’oi1 + est commutative sur M,, ,(K).

La matrice nulle 0, ;, vérifie
[A +0,1_,,}[.j =A;j+0=A4;

et donc A +0,,, = A. De plus, et comme on a montré que +
est commutative, on a automatiquement0j, , +A = A. Ainsi,
0y,p est élément neutre pour +.

Enfin,

[A + (7A)]i_/ =Ajj+ [7‘4} ij

=A;jj—A;j=0

et donc A 4 (—A) = 0,,,. Par commutativité, on a aussi
(-A)+A= 0y,p. Ainsi, la matrice —A est le symétrique de
A pour +.

G. Peltier



Calcul matriciel

1.3 Produit matriciel

Définition 20.6 — Produit matriciel |
SoitA € M,,,(K) et B€ M, 4(K).

A

| Méthode |

Le produit de A et B est la matrice notée AB de M, 4 (K) qui est définie par :

p
Vie[l,n] Vje[l,q] [AB];; := Y AuBy;
k=1

Le produit AB n’a donc un sens que sile nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B
(ici p). En particulier, il est possible que le produit AB ait un sens, mais pas le produit BA.

colonnes

nlignes| a; ap

somme de produits :

Pour calculer un produit AB, on peut disposer les matrices A et B de la facon suivante :

g colonnes
byj
by B

lignes

Le coefficient ¢;; s’obtient a partir de la i-iéme ligne de A etla j-iéme colonne de B, en calculant une

Cij = ajt Xb1j + ap xXbyj + ... + ajp X by

by

bpj

€ Myy(K)

b2 1 -3 4
Exemple5. SoitA=| 3 4 |etB= .Alors:
-1 4 5
56
1 -3 4 b2
-1 4 5 3 4
56

AB =

N W =
()N "N\

et
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Calcul matriciel

Cet exemple montre qu’en général AB # BA (ces deux matrices peuvent méme étre de tailles différentes). On
peut aussi écrire un produit en disposant les matrices de maniere “naturelle” :

. 1 0 1 23
Exemple 6. Soit A_(—l O) et B—<4 s 6)'

. - 1 0 1 2 B 1 2 3 .
Le produit AB= ( 1 0 ) ( 45 ) = ( ) aun sens mais...

-1 -2 =3
. 1 23 1 ,
Le produit BA= < 45 6 > ( 10 ) N2 PAS A SENS CAT ..eevvvviieeeeiiiiiieeeeeeeiiiaeeeeeeeeiiaeeeeeeeeeenns

Théoréme 20.7 — ‘“Associativité” du produit

Soit (A,B,C) € M, ,(K) x M, ,(K) x M, -(K). Alors

(AB)C = A(BC)

Démonstration.

O
Théoréeme 20.8 — Bilinéarité du produit
Soit A, B,C trois matrices. Soit A, u € K. Alors, lorsque les opérations ci-dessous ont un sens :
(AA+uB)C = AAC + uBC
A(AB+ uC) = AAB+ nAC
En particulier, A (AB) = A(AB) = (AA)B.
5/16
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Calcul matriciel

1.4 Matrices élémentaires

1 sii=j

Notation. Pour tous entiers i et j, on définit le symbole de Kronecker par : §;; := {0 )
sinon

| Définition 20.9 I

Soit (k,£) € [1,n] x [1, p]. On définit la matrice élémentaire EX € M,, ,(K) comme étant la matrice dont
tous les coefficients sont nuls sauf celui d’'indice (k, ), qui vaut 1.

0

0O : 0
0

gkt 0 - 0 1 0 -+ 0O |dignek)

0

0O : 0
0
(col. £)

Dit autrement :

[Ekq 0T ik Ojo =

1 sii=ketj=/
0 sinon

Chaque couple (k,¢) donne une matrice E k différente : comme il y a n valeurs possibles pour k et p valeurs pour

¢,ily a donc np matrices élémentaires dans I'ensemble M,, ,(K).

Exemple 7. Dans M, 3(K), il y a 6 matrices élémentaires :

u_ (100 b (010 5 (001
E(ooo EZ=10 0 0 E"=10 0 o0

2 (000 » (000 s (0 00
E‘<100 E=lo 10 =10 01

Remarque. La notation EX n'est pas officielle. Certains auteurs utilisent plutot Ey ¢ ouencore E(k, ().

)

o O

Théoréme 20.10 |

Soiti € [1,n], j,k € [1,p] et £ € [1,¢]. On considere les matrices élémentaires E € M, ,(K) et EX ¢
M, ,(K). Alors
E* sij=k

EijEkfzajkEiéz -
0 sij#k

Démonstration. Soitu € [1,n] etw € [1,4]. Il suffit de montrer que [E i Eké] = [5 i E ’q

uw uw
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Calcul matriciel

2 Lanneau (M, (K),+, x)

Etant donné deux matrices carrées A et B de méme taille (A, B € M,,(K)), le produit AB aura toujours un sens.
Ainsi, x est une l.c.i. sur M,,(K). On va montrer que la loi x va lui conférer une structure d’anneau que n’ont pas
les espaces M,, ,(K) avec n # p.

2.1 Structure de M, (K)

Le but de cette partie est de montrer que (M, (K),+, x) est un anneau. Il faut donc montrer que :
1. (M,(K),+) est un groupe abélien.
2. (M,(K), x) est un monoide.
3. X estdistributive sur +.

On a déja montré par le Théoreme 20.5 que (M, (K),+) est un groupe abélien. De plus, la distributivité de x
sur + est une conséquence du Théoréeme 20.8 avec A = 1 = 1. Il reste donc a montrer que (M, (K), x) est un
monoide.

e On avu que le produit de deux matrices de M,,(K) est toujours bien défini. Ainsi, la loi x est une l.c.i. sur
M, (K).
e De plus, par le Théoreme 20.7 avec (p,q,r) = (n,n,n),laloi x est associative sur M, (K).

e Enfin, le Théoréme suivant montre que la matrice identité I,, est élément neutre de X :

G. Peltier 7116



Calcul matriciel

Théoréme 20.11 |
SoitA € M,,(K). Alors AL, = I,A = A.

Démonstration.

On a donc montré que (M, (K), x) est un monoide.

| Théoréme 20.12 |

(M, (K),+, x) est un anneau. Il est non commutatif sin > 2.

Démonstration. On avu plus haut que (M,,(K),+, x) est un anneau. Il reste 8 montrer la non commutativité.

Remarque. Lapplication

Ml(K) —-K
(@) —a

est un isomorphisme d’anneaux. On peut alors identifier M; (K) a K. En particulier, M (K) est commutatif.

8/16 G. Peltier



Calcul matriciel

2.2 Matrices carrées de forme particuliére

Définition 20.13 — Matrice scalaire I_

On appelle matrice scalaire une matrice de la forme A1, avec A € K (et n € N¥).

Notation. Pour tous ¢, -, &, € K, on note

o 0

. az
diag(ay, o, - ,0) ==

Définition 20.14 - Matrice diagonale

Soit A € M,,(K). On dit que A est diagonale s'il existe a, ..., @, € K tels que

A= diag(alaa27 o )an)

Autrement dit, A est diagonale si :
V(i,j)e[l,n]*  i#j = Aj=0

Remarque. Laforme générale d'une matrice diagonale est donc

. 0

0 "
ol chaque symbole * peut étre remplacé par une valeur quelconque dans K (pas forcément la méme). Nous

allons utiliser ce formalisme régulierement dans la suite pour présenter les définitions.

Exemple 8. Les matrices suivantes sont diagonales :

| 0

10 2
o (10) .
0 "

Exemple 9. Toute matrice scalaire est diagonale. La réciproque est fausse sin > 2.

Remarque. SiA = (g;;), on appelle diagonale de A tous les coefficients a;; avec 1 < i < n. Cette notion existe

. Lo : 1
méme si A n’est pas une matrice diagonale. Par exemple la diagonale de <

3 4 ) est constituée des coefficients
1et4.

G. Peltier 9/16



Calcul matriciel

Théoréme 20.15 |

SoitA, B € M, (K) deux matrices diagonales. Alors AB est une matrice diagonale. De plus, A et B com-
mutent, c’est-a-dire AB = BA.

a 0 O Bi 0 0
Démonstration. SoitA = 0o . 0 etB = 0 '-. 0o | deuxmatricesdiagonalesde M, (K).On
0 0 oy 0 0 B,
peut vérifier (avec la formule du produit) que :
afi 0 0 Biay O 0
AB = 0 . 0 et BA= 0 . 0
0 0 opBs 0 0 pBuoy

Or, pour tout i € [1,n], ona o;f8; = Bio car a;, f; € K et la multiplication est commutative sur K. D’ott AB =
BA. O

Définition 20.16 — Matrice triangulaire

SoitA = (Clij) € Mn(K)

e On dit que A est (une matrice) triangulaire supérieure si A est de la forme

o+ X ce qui revient a dire que
. Vi, j)e[L,n]?  i>j = a;j=0
0 :

e On dit que A est (une matrice) triangulaire inférieure si A est de la forme

% O ce qui revient a dire que
_ V(i,j) € [l,n]*?  i<j= a;j=0
* x

e Ondit que A est (une matrice) triangulaire si A est triangulaire inférieure ou triangulaire supérieure.

Notation. On note
e D,(K) I'ensemble des matrices diagonales de taille 7.
° 77'
o T,
e 7,(K) =T, (K)UT, (K)'ensemble des matrices triangulaires de taille n.

K) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille 7.

—~~

K) I'ensemble des matrices triangulaires inférieures de taille 7.

Exemple 10. A = ( 4

2 est triangulaire B= 00 est triangulaire
0 3 gulaire .......coceevennne. =1 3 GUIAITE .

Exemple 11. Une matrice est triangulaire supérieure et inférieure si et seulement si elle est diagonale. Autrement
dit D, (K) = 7, (K) N7, (K).

10/16 G. Peltier
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Théoréme 20.17 |

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure.
Le produit de deux matrices triangulaires inférieures est une matrice triangulaire inférieure.

De plus, on peut vérifier que quand on fait le produit de deux matrices triangulaires supérieures, les diagonales
se multiplient terme a terme :

(041 * ﬁl * oy ﬁl *

o B2 0B

0o o 0 B, 0 .. 0B

Idem pour le produit de deux matrices triangulaires inférieures :

o O Bi 0 a1 B O

o B> (05357

* | oy >I< | ﬁn * | oy ﬁn

2.3 Puissances de matrice

Pour toute matrice A € M,,(K), le produit AA a un sens.

Définition 20.18 |

Soit A € M, (K) et k € N*. On définit la puissance k-iéme de A par: A" = AAA.. A
———

Par convention, A = I,

=
g
=
7

(M, (K),+, x) étant un anneau, A* correspond a I'itéré k-ieme de A pour la loi x.

Les matrices carrées sont les seules matrices qu’on peut élever a la puissance. SiA € M,, ,(K) avec n # p, alors
A¥'a de sens que sik =1 (et écrire Al est maladroit...).

Exemple 12. SiA = diag(a,--- , ), alors A* = diag(o, - - -, o¥).

n

Exemple 13. SiA = < 8 é >, alors A% = < 8 8 ) = 00. Ainsi, sik >2, AF=A%A"2=0,,42 =0,,.

En particulier, A est un diviseur de zéro dans M>(K) : I'anneau M;(K) n’est donc pas intégre (et de méme pour
M, (K) avecn > 2).

G. Peltier 11/16



Calcul matriciel

Théoréme 20.19 — Formules du bindme et de " — b" - version M, (K)

SoitA,B € M, (K) etm € N.

AB=BA | — (A+B)"=Y ('Z)A"B’"—k
k=0

m—1
AB=BA|= A"—B"=(A-B) Y} A'B"'*
k=0

1 2
Exemple 14. Pour tout m € N*, calculer la puissance m-iéme de la matrice A = ( 0 1 > .

2.4 Inverse d’une matrice

Définition 20.20 — Matrice inversible I_

Soit A € M,,(K). On dit que A est inversible si
BeM,(K) AB=BA=I,

1l n'y a alors qu'une seule matrice B € M,,(K) vérifiant cette assertion et on note A~ ! := B. La matrice
A~ ! est appelée la matrice inverse de A.

Notation. On note GL,(K) I'ensemble des matrices inversibles de taille n. Cet ensemble est appelé le groupe
linéaire.

12/16 G. Peltier



Calcul matriciel

Autrement dit, A est inversible si elle est symétrisable pour la loi x dans M, (K), et A~! est son (unique)
symétrique pour la loi x. Comme M, (K) est non commutatif (sauf si n = 1), il faudrait en théorie vérifier que
AB = I, et BA = I, pour la méme matrice B avant de conclure que A est inversible. Mais M,,(K) est particulier :

Théoréme 20.21 — Etre inversible “d’un seul c6té” suffit pour étre inversible

Soit A € M,,(K). Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1. 3B € M, (K) AB=BA=1, (cad A est inversible)
2. BBe M,(K) BA=I,
3. BBeM,(K) AB=1I,

Démonstration. Admis pour le moment.

Exemple 15. La matrice A = < é 3

Ainsi, A est inversible et B = AL

Exemple 16. Montrer que la matrice C = < (1) é ) est inversible.

0 ) est inversible : en effet avec B = (

O

271 0

0 3! ),onvériﬁe que AB =1,.

Comme GL,(K) est'ensemble des éléments inversibles de 'anneau M,,(K), on a immédiatement :

G. Peltier
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| Théoréme 20.22 |

(GL,(K), x) est un groupe. En particulier, pour toutes matrices A, B € GL,(K) :
e A eGL(K) et (A=A
e ABEGL,(K) et (AB)'=B"'A"1
e Pourtoutk € N* A e GL,(K) et (AN '=@A k= a"*

3 Transposition

3.1 Définition et propriétés

Définition 20.23 — Matrice transposée

Soit A € M, ,(K). On appelle (matrice) transposée de A, la matrice notée A' de M, ,(K) dont les E
coefficients sont : :

v(i,j) e [Lpl x[L,n]  [AT], =4,

En d’autres termes, A est obtenu a partir de A en faisant la “symétrie” de A par rapport a sa “diagonale”.

1 0 5 1
Exemple17. Si A=| 2 -2 0 alors A’ = -2
0 3 4 4
. (1 35 T
Exemple18. Si A= ( > 4 6 ) alors A =

Théoréme 20.24 |
SoitA,B € M, ,(K).
1. (AN =A.
2. Pourtous A, u € K, (AA+uB)" =AAT +uB'.

Démonstration.

O

14/16 G. Peltier



Calcul matriciel

Théoréme 20.25 |

SoitA € M, ,(K) et B€ M, ,(K).Alors (AB)" =B"A".

Démonstration.
O
Théoréme 20.26 |
SoitA € GL,(K).Alors A" € GL,(K)et (A") ' =(A"")".
Démonstration.
O

3.2 Matrices carrées symétriques et antisymétriques

Définition 20.27 — Matrice symétrique

SoitA € M,,(K). '
e Ondit que A est symétriquesi A' =A cad sipour tout (i, j) € [[1,n]]2, Aij=Aj. !

e On dit que A est antisymétriquesi A’ = —A cad sipour tout (i, j) € [1,n]*, A;; = —Aji.

Notation. On note S,(R) I’ensemble des matrices symétriques de taille n et .A,(R) 'ensemble des matrices
antisymétriques de taille n. Ces deux notions n’'ont de sens que pour une matrice carrée : si A n’est pas carrée,
alors A et A" n’ont pas la méme taille et ne peuvent donc pas étre égales.

G. Peltier 15/16
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15
Exemple 19. La matrice A = ( > est symétrique car Al =A.

5 2
. 0 -2 . - T
Exemple 20. La matrice A = s 0 est antisymétrique carA' = = —A.

Théoréeme 20.28 |

Si une matrice A est antisymétrique, alors les coefficients sur sa diagonale sont nuls.

Démonstration.

4 Méthodes pour les exercices

| Méthode |

Pour calculer les puissances d'une matrice A € M,,(R), on peut :

e (Calculer quelques puissances pour conjecturer une formule, puis la montrer par récurrence.
e Exprimer A comme la somme de deux matrices et utiliser la formule du binéme.

e D’autres méthodes seront possibles plus tard...

| Méthode |

Pour montrer qu'une matrice A € M, (R) est inversible, on peut :
e Chercher une matrice B € M,(R) telle que AB=1,0uBA =1,

e D’autres méthodes seront possibles plus tard...

16/16 G. Peltier
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